Синтез ПИД-регулятора с учетом расположения нулей и полюсов системы автоматического регулирования by Ефимов, Семён Викторович et al.
со съёмки и заканчивая добавлением интерактив
ных эффектов на панораму. Были созданы такие
компоненты технологии, как панорамная головка,
высотный штатив, программная система Rubius
3DTourKit Studio для создания виртуальных туров
и добавления интерактивных эффектов, разрабо
тан модуль редактирования панорам посредством
XML, а также карта тура для просмотра связей
и переходов между отдельными панорамами.
При дальнейшей разработке программы плани
руется увеличить базу эффектов интерактивности,
встроить в редактор синтаксиса технологию «Intel
liSense» (всплывающее окно с возможностью вы
бора элемента синтаксиса), разрабатывать специа
лизированные редакторы для сложных эффектов
интерактивности. Получено свидетельство о реги
страции ПО № 2009610539 [7].
Работа профинансирована грантами: «У.М.Н.И.К.»,
«БизнесСТАРТ», выполнена при поддержке Центра иннова
ций Microsoft при Национальном исследовательском Томском
политехническом университете. По результатам VII Всерос
сийской научнопрактической конференции студентов, аспи
рантов и молодых учёных «Технологии Microsoft в теории
и практике программирования» проект был награждён дипло
мом 1 степени в секции «Технологии разработки и проектиро
вания информационных систем».
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По различным оценкам, более 90 % реально ис
пользуемых в системах автоматического регулиро
вания (САР) регуляторов – это классические
ПИДрегуляторы, синтезированные на основе тра
диционных инженерных методов [1]. Согласно
проведенным на 350 предприятиях исследованиям
ста тысяч контуров регулирования установлено,
что 49…63 % контуров работают со «слабыми»
(приближенными к размыканию контура) на
стройками, что приводит к низкому качеству рабо
ты контуров регулирования [2]. Это в свою очередь
влияет на качество выпускаемой продукции и ве
дет к излишним затратам предприятий.
Постановка задачи
Рассмотрим САР со структурой, представлен
ной на рис. 1, где X – задающее воздействие, Y –
выходной сигнал,  – ошибка регулирования.
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Рис. 1. Структура САР
Представим передаточную функцию (ПФ)
ПИДрегулятора в виде:
(1)
где s – оператор Лапласа; kП, kИ, kД – соответствен
но коэффициенты пропорциональности, интегри
рования, дифференцирования; kP – постоянный
множитель ПФ регулятора; NP1, NP2 – нули регуля
тора.
Пусть ПФ объекта управления
(2)
где k=am/bn – постоянный множитель ПФ объекта упра
вления; A(s)=sm+am–1sm–1+…+a0, B(s)=sn+bn–1sn–1+…+b0 –
полиномы, чьи корни являются нулями и полюса
ми объекта управления, соответственно.
С учетом (1), (2) и структуры на рис. 1, ПФ зам
кнутой системы управления примет вид:
(3)
Полагаем, что исходными данными для синтеза
ПИДрегулятора САР являются ПФ объекта упра
вления WОУ(s) и заданные показатели качества: пе
ререгулирование и время регулирования. Ставится
задача определить значения коэффициентов
ПИДрегулятора, обеспечивающих заданные по
казатели качества.
Вывод основных соотношений
Пусть для объекта управления второго порядка
нули и полюсы системы с разомкнутым и замкну
тым контуром расположены так, как показано
на рис. 2, где Nj – нули системы; s'i – полюсы ра
зомкнутой системы; s – один из полюсов замкну
той САР; lj0 и li – расстояния от s до нулей и полю
сов разомкнутой системы.
Тогда уравнение модулей системы с ПФ (3)
|WP(s)WOУ(s)|=1 можно представить в виде:
(4)
Выражение (4) позволяет получить зависи
мость множителя ПФ регулятора системы kP через
координаты нулей и полюсов разомкнутой систе
мы с учетом того, что s – полюс ПФ замкнутой си
стемы.
Пусть s=1+1j, а нули ПИДрегулятора образу
ют пару комплексносопряженных чисел
NР1,Р2=x±yj. Тогда с учетом (4) получим:
(5)
где ResОУi, ImsОУi и ReNОУi, ImNОУi – действительные
и мнимые части полюсов и нулей объекта управле
ния. На рис. 3 построена поверхность kР(x,y), ото
бражающая зависимость постоянного множителя
ПФ ПИДрегулятора от расположения нулей регу
лятора для заданной точки корневой плоскости
s=1+1j.
Рис. 2. Вариант расположения нулей и полюсов
Рис. 3. Поверхность kР(x,y)
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При пересечении этой поверхности с горизон
тальной плоскостью kР=const получается сечение,
показанное на рис. 4, на котором располагается
пара нулей регулятора. Таким образом, для задан
ной точки s корневой плоскости существует по
верхность, которая при пересечении с n горизон
тальными плоскостями даёт n пар комплексносо
пряженных нулей регулятора. При этих нулях регу
лятора s является полюсом замкнутой системы,
рис. 1.
Рис. 4. Расположение NР1 и NР2 на линии пересечения kР(x,y)
и плоскости
Рассмотрим расположение нулей и полюсов
на рис. 5, где 
j0 и 
i[–;] – углы, образованные
полюсом s замкнутой системы, нулями или полю
сами разомкнутой системы и положительным на
правлением оси абсцисс корневой плоскости.
Рис. 5. Углы 
j0 и 
j
Далее необходимо определить расположение
пары нулей ПИДрегулятора для каждой из таких
линий пересечения. Известно, что если точка
s=1+1j является корнем характеристического по
линома системы с ПФ (3), то для нее существует
уравнение фаз, которое можно представить в сле
дующем виде [3]:
(6)
Согласно теореме косинусов, угол образован
ный точкой s корневой плоскости, одним из нулей
Nj и положительным направлением оси абсцисс
определяется по формуле [4]:
(7)
где l – это расстояние между точками на корневой
плоскости. Например, l(a,b) – расстояние от точки
a до точки b.
Аналогично для угла, образованного точкой s,
одним из полюсов разомкнутой системы и поло
жительным направлением оси абсцисс корневой
плоскости:
(8)
Подставляя (7) и (8) в (6), получаем выражение:
(9)
Таким образом, выражение (9) позволяет судить
о принадлежности точки корневой плоскости s к
полюсам замкнутой САР с ПФ (3).
Рассматривая совместно выражения (5) и (9),
можно получить кривую kР(x,y) в пространстве для
заданного полюса замкнутой системы s=1+1j,
дающую аналитическую зависимость между по
стоянным множителем ПФ ПИДрегулятора
и расположением его нулей.
Синтез ПИДрегулятора
Для решения задачи синтеза системы необходи
мо так расположить нули ПИДрегулятора на кор
невой плоскости, чтобы обеспечить заданные зна
чения перерегулирования и времени регулирова
ния.
Перерегулирование  САР определяется выра
жением:
(10)
где выброс =Amax– Aуст, Aуст – установившееся зна
чение, Amax – максимальное.
В свою очередь, для колебательной системы вы
брос  определяется согласно [3] выражением:
(11)
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где s1=1+1j – доминирующий по
люс; k и Фj – углы, образованные доминирующим
полюсом и другим полюсом или соответственно
нулем системы;
Подставив выражение (11) в (10), получим:
(12)
Для связи перерегулирования  с расположени
ем на корневой плоскости нулей регулятора
NР1,Р2 необходимо на основании (12) получить зави
симость (1,1,x,y), где NР1,Р2=x±yj, а s1=1+1j –
доминирующий полюс. Необходимо учитывать,
что на этапе синтеза системы априорно известны
значения нулей и полюсов объекта управления.
Учитывая выражение (3), запишем:
(13)
где 
H(1+1j)=(kkР((1+1j)–(x+yj))((1+1j)–(x–yj))
A (s)+(1+1j)B(s))'.
Аналогичным образом можно было бы вычи
слить Bk, однако, если s1,2=1±1j – доминирующие
полюсы, то расположение остальных полюсов
(кроме доминирующих) замкнутой системы неиз
вестно.
Выразим оставшиеся полюсы замкнутой систе
мы через переменные x, y, 1, 1. Очевидно, что по
рядок характеристического полинома ПФ замкну
той системы (3) зависит от порядка объекта упра
вления, то есть от полиномов A(s) и B(s). Рассмо
трим два случая: первый, когда объект управления
имеет один нуль и два полюса, и второй – два нуля
и три полюса.
Первый случай: A (s) – полином первого поряд
ка, B (s) – второго порядка, характеристический
полином замкнутой системы – полином третьего
порядка. Так как два корня характеристического
полинома это доминирующие полюсы s1,2=1±1j,
то при делении характеристического полинома
H(s)=kkР(s–(x+yj))(s–(x–yj))A(s)+sB(s) на полином
(s–(1+1j))(s–(1–1j)) будет получен третий по
люс замкнутой системы s3(1,1, x, y).
Второй случай: A (s) – полином второго поряд
ка, B (s) – третьего порядка, характеристический
полином замкнутой системы – полином четверто
го порядка. Аналогично разделив характеристиче
ский полином на полином, образованный домини
рующими полюсами, будет получен полином вто
рого порядка. Воспользовавшись теоремой Виета,
этот полином раскладываем на множители, тем са
мым получая зависимость s3,4(1, 1, x, y).
Рассмотренные случаи, показывают, каким об
разом можно вычислить полюсы замкнутой систе
мы управления, выражая их через переменные 1,
1, x, y. Заметим, что с увеличением порядка поли
номов A(s) и B(s) возрастает сложность математи
ческих расчетов для определения полюсов.
С учетом выше изложенного, определим:
(14)
Аналогично (7) и (8), на основе теоремы кос
инусов, вычислим углы k и Фj:
(15)
(16)
Подставляя (13)–(16), в (12) получим искомую
зависимость:
(17)
Таким образом, (17) определяет зависимость
перерегулирования от расположения нулей ПИД
регулятора на корневой плоскости.
Для определения времени регулирования суще
ствуют различные формулы, в частности, известна 
приближенная формула: где Re(s) –
действительная часть полюса, наиболее прибли
женного к мнимой оси корневой плоскости [5].
Данная формула дает достаточно большую погреш
ность, а в некоторых случаях и ошибочные резуль
таты. Для повышения точности расчетов в эту фор
мулу вводят амплитуду A1 от одного или более до
минирующих полюсов. Так при двух комплексно
сопряженных доминирующих полюсах имеем 
[5]. Однако возможен и другой бо
лее точный способ определения tр. Так рассмотрим
формулу Хевисайда:
(18)
где G (s) – числитель ПФ замкнутой системы,
H(s) – знаменатель ПФ замкнутой системы. С уче
том (3), зная вычисленные через переменные 1,
1, x, y полюсы замкнутой системы, формула (18)
примет вид:
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(19)
Зависимость (19) для момента времени tр при
мет вид:
(20)
Объединив (5), (9), (17) и (20), получим систему
уравнений относительно переменных x и y – дей
ствительной и мнимой частей нулей ПИДрегуля
тора и 1, 1 – действительной и мнимой частей
доминирующего полюса:
(21)
В состав (21) входят заданные перерегулирова
ние и время регулирования, а также значения до
минирующих полюсов s1,2=1+1j, нулей и полюсов
объекта управления.
Решение (21) позволяет определить нули ПИД
регулятора. Далее, воспользовавшись (5), опреде
ляют постоянный множитель kР ПФ регулятора.
Затем в соответствии с ур. (1) легко найти настро
ечные коэффициенты kП, kИ, kД регулятора.
Синтез системы на основе решения (21) возмо
жен двумя способами.
При решении первым способом разработчик
системы задает значения доминирующих полюсов
s1,2=1+1j. Относительно заданных доминирую
щих полюсов вычисляется расположение нулей
ПИДрегулятора и его коэффициент передачи,
обеспечивающие заданные показатели качества.
Система уравнений (21) сводится к системе, зави
сящей от переменных x, y.
Второй способ не предусматривает задание зна
чений доминирующих полюсов разработчиком.
Система разрешается относительно переменных 1,
1, x, y. После получения значений этих перемен
ных находят настройки ПИДрегулятора, обеспе
чивающие заданные перерегулирование и время
регулирования.
В силу сложности и нелинейности системы ура
внений (21) решение производится численными
способами с использованием вычислительной тех
ники.
Для анализа соответствия полученного реше
ния заданным показателям качества рекомендуется
проверка синтеза ПИДрегулятора путем подста
новки найденных значений параметров в (3) и по
строения графика переходного процесса для этой
ПФ.
Пример. Пусть задан объект управления с ПФ 
Необходимо синтези
ровать ПИДрегулятор, который обеспечит пере
регулирование =10 %, а время регулирования
tр=2 с.
На основе выше описанного подхода для задан
ной ПФ объекта управления была получена систе
ма уравнений (21). Поиск решений этой системы
осуществлялся в программном продукте MathCad
с использованием процедуры Given–Minerr.
При решении системы (21) первым способом
были заданы доминирующие полюсы s1,2=–1+6j.
Для заданных полюсов было получено решение
x=–1,58, y=7,039, kР=0,158. При этом были опреде
лены kП=0,4993, kИ=8,223, kД=0,158.
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Рис. 6. Графики переходных процессов синтезированной системы: с заданием доминирующих полюсов (слева); без их зада$
ния (справа)
Во втором случае (без задания доминирующих
полюсов) получено: x=–2,39, y=8,205, kР=0,066,
и следовательно, kП=0,3155, kИ=4,82, kД=0,066.
На рис. 6 представлены графики переходных
процессов замкнутых САР с синтезированными
параметрами ПИДрегулятора двумя способами:
первый – с заданием доминирующих полюсов
s1,2=–1+6j, второй – без их задания.
Проверка результатов синтеза путем постро
ения переходного процесса показала, что в первом
случае перерегулирование составило =10,1 %,
а время регулирования tр=1,23 с. Во втором полу
чено =10,2 %, а tр=1,72 с. Абсолютная погреш
ность для заданного перерегулирования в первом
случае составила 0,1 %, а для времени регулирова
ния 0,77 с. Во втором случае – 0,2 % и 0,28 с.
Выводы
1. Получена аналитическая зависимость постоян
ного множителя передаточной функции ПИД
регулятора от расположения его нулей на кор
невой плоскости. Исследована проблема полу
чения прямых показателей качества.
2. Определены соотношения, связывающие пря
мые показатели качества, перерегулирование
и время регулирования, с доминирующими по
люсами и нулями ПИДрегулятора.
3. Предложена методика синтеза параметров
ПИДрегулятора на основании расположения
как полюсов системы, так и ее нулей.
Работа выполнена в рамках ФЦП «Научные и научнопе
дагогические кадры инновационной России» на 2009–2013 гг.
ГК 14.740.11.0542.
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Анализ классических методов идентификации
В зависимости от принятого критерия класси
фикации методы идентификации объектов автома
тизации выделяются в отдельные группы –
по объему исходной информации, по виду экспе
римента, по типу исследуемого объекта, по иссле
дуемому математическому аппарату и др.
Наиболее распространенными и часто встре
чающимися методами идентификации являются
частотный и с помощью переходной функции [1].
Частотный метод идентификации, как правило,
применяется в лабораторных условиях. Он подра
зумевает возможность искусственного воздействия
на объект управления синусоидальным сигналом
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Рассмотрены классические методы идентификации, исследованы их достоинства и недостатки. Получены соотношения, связы$
вающие прямые показатели качества переходной характеристики идентифицируемого объекта с расположением его нулей
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